Fonction de répartition et théoremes asymptotiques

Pré-requis et notations

— On considere l'espace de probabilité (2, A, P). Les étudiants suivant le cours de probabilité savent qu’'une
variable aléatoire & valeur réelle est une application X : 2 — R mesurable, c’est-a-dire :

VA € Bor(R), X }(A) € A.

La notion de variable aléatoire ne sera pas formellement rappelée dans ce cours. Par ailleurs, certains
étudiants peuvent ne pas suivre le cours de probabilité donc, nous n’utiliserons pas le formalisme décrit
ci-dessus.

— La notion de loi d’une variable aléatoire n’est également pas formellement rappelée.

— Soit n € N. On rappelle que n! =n x (n — 1) X --- X 1 et par convention 0! = 1.

— Soit n € N* et k € {0,...,n}. Le coefficient binomiale (}}) est le nombre de combinaisons de k éléments

parmi n. Plus précisément, on a :
n\ n!
k) kl(n—k)

En utilisant la convention que 0! = 1 on remarque que (3) = (2) =1.
— La formule du triangle de Pascal est donnée ci-dessous :

n n n+1
()= ()
— Soit A C R, la fonction indicatrice de I’ensemble A est définie par :

lsize A,

0 sinon

vxeR,lfeA_{

1 Fonction de répartition et quantile

Définition 1 (Fonction de répartition). Soit X une variable aléatoire réelle. La fonction de répartition de la
variable X est définie par :
Fx : R — [0,1]
x — PX<ux)

Par définition, on peut remarquer que P(z < X < 2) = Fx(2) — Fx(z) pour tout = < z.

Proposition 1. Une fonction de répartition admet les propriétés swivantes :
1. F'x est croissante.
2. On a les limites suivantes : lim,_, o, Fx(z) =0 et lim, o Fx(z) = 1.

3. Fx est continue d droite en tout point x € R, c’est-a-dire que l'on a l’égalité :

lim F(t) = F(x).

t—axt

4. Fx admet une limite a gauche en tout point x € R de plus on a l’égalité

lim F(t) =P(X < ).
t—x—

5. Fx est continue en © € R si et seulement si P(X =) = 0.



Démonstration.
1) Soit z € R,z € R avec x < z alors Fx(z2) — Fx(z) = P(x < X < z) > 0. Par conséquent, Fx est une fonction
croissante.

2) La série de terme général (P(—n — 1 < X < —n)),>( converge, en effet,

P(X <0)=>» P(-n—1<X < -n).

n>0

Par conséquent le reste de cette série converge vers 0, c’est-a-dire que 1’on a la limite suivante :

0= lim P(n—1< X <-n)= lim P(X <-m)=0.
m——+0o o m——+00

En utilisant la monotonie de la fonction F'x on en déduit que lim;—, o, Fx(t) = 0.

Un raisonnement similaire permet d’établir la seconde limite. La série de terme général (P(n < X <n+1)),>0
converge, en effet,
P(X>0)=> P(n<X <n+1).
n>0

Ainsi le reste de cette série converge vers 0, c’est-a-dire que l'on a la limite suivante :

= 1 < 1 =
0= lim EP(n<X_n+1):>ml_1)IEOOIP’(X>m) 0.
n>m

Par conséquent Fx(m) =1 —P(X > m) tend vers 1 lorsque m — +oo. Enfin, en utilisant la monotonie de la
fonction Fx, on en déduit que lim;, 4o Fx(t) = 1.

1

3) La série de terme général (P(z + 5

< X <z + 1))p>1 converge, en effet,
1 1
]P’(ac<X§;v+1):Z]P’ T+ ——< X<z+-—-].
= n+1 n

Ainsi le reste de cette série converge vers 0, c’est-a-dire que 1'on a la limite suivant :

m——+oo m——+00
n>m

. 1 1 ) 1
0= lim Zp<x+n+1<xg1+n) = lim P(m<X§x+m> =0.
La derniére expression montre que Fx(z + 1/m) converge vers Fx(x). Ainsi, en utilisant la monotonie de la
fonction Fx, on en déduit que lim;_,,+ Fx(t) = Fx(z).

4) La série de terme général (P(z — L < X < — ))n>1 converge, en effet,

1
n+1

1 1
]P’(x—1<X<x):Z]P’<x—<X§m—1>.
"1 n n -+

Par conséquent le reste de cette série converge vers 0, c’est-a-dire que 'on a la limite suivante :

m——+oo
n>m

1 1 1
0= lim IP’(:E<X<$ )é lim ]P’<:L’<X<:c)0.
n n+1 m—+o0 m
La derniere expression montre que Fx (x —1/m) converge vers P(X < x). Ainsi, en utilisant la monotonie de la
fonction Flx, on en déduit que lim;_,,- Fx(t) = P(X < z).

5) Fx est continue en x si et seulement si les limites & droite et & gauche de Fx en x sont égales, si et
seulement si Fy () = P(X < x), si et seulement si P(X = z) = 0. O



Exemple 1. Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur {0,1,2} vérifiant P(X = 0) = P(X =
1) =P(X =2) =1/3 alors

0 siz <0

1/3 si0<z<1

2/3 sil<z<2

1 six > 2

Fx(l‘) =

La courbe de cette fonction de répartition est illustrée a la Figure [d]
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FIGURE 1 — On observe que la fonction Fx est croissante, continue a droite sur R, admet une limite a gauche
en tout point, vérifie lim,, o Fx(x) =0 et lim, 1o Fx(z) = 1. Par exemple, Fx (1) = 2/3, Fx est continue
a droite en 1 car lim,_,;+ Fx(z) = 2/3, Fx admet une limite & gauche en 1 car lim,_,;- Fx(z) = 1/3 mais
n’est pas continue a gauche.

La notion de quantile découle de la notion de fonction de répartition.

Définition 2 (Quantile). Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition Fx . Le quantile d’ordre
r €]0,1[ de la variable aléatoire X est défini ci dessous :

gr =inf{x e R: Fx(x) > r}.

On peut remarquer que lorsque 'équation Fx(z) = r admet une unique solution alors, ¢, est I'unique
solution de cette équation. En particulier, si F'x est inversible alors g, = F'y 1(7“).

Exemple 2. Soit X une variable aléatoire réelle de loi exponentielle de parameétre A > 0 dont la fonction de
répartition est Fx(x) = 1 — exp(=Az) pour x > 0 (Fx(x) =0 si x < 0). Le quantile d’ordre r €]0,1[ vaut

qr = *w' En particulier, pour r = 1/2, la médiane vaut q1/9 = 1n§2) ; on reconnait le temps de demi-vie
d’une loi exponentielle.
Exemple 3. Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur {0,1,...,n} vérifiant P(X =0) =--- =

P(X =n)=1/(n+1) avec n € N. Sin =2 la médiane qo 5 de la variable aléatoire réelle X vaut 1. En effet :
qo,5 = inf{z € R: Fx(z) > 0,5} = inf[1, +oo[= 1.
Sin = 3 alors la fonction de répartition de X est égale a

0 siz <0

1/4 si0<z<1
Fx(z)=<¢1/2 sil<z<2.

3/4 si2<zx<3

1 sixz>3

Ainsi la médiane qo5 de X vaut également 1. Plus généralement, la médiane de X vaut qo5 = |n/2|. Notons
que, lorsque n est impair, la médiane de la variable aléatoire X ne coincide pas avec la notion de médiane
(définie dans le secondaire) de la série statistique {0,1,...,n} qui vaut n/2.



2 Loi binomiale et approximation asymptotique de cette loi

Nous commengons par introduire la loi de Bernoulli qui est un cas particulier, trées important, de la loi
binomiale lorsque le nombre d’expérience vaut 1.

2.1 Loi de Bernoulli

Définition 3. Une variable aléatoire réelle X a valeurs dans {0,1} suit une loi de Bernoulli. Cette loi est notée
B(p), ou p € [0,1] est le parametre tel que P(X = 1) = p.

Exemple mathématique : Soit X une variable aléatoire réelle et A C R. La variable aléatoire Y = 1x¢ 4,
qui vaut 1 lorsque X € A et 0 sinon, suit une loi de Bernoulli B(p) avec p =P(X € A).

Exemple en modélisation : Le 15 aout 2021, le taux d’incidence de la covid-19 en Bourgogne est de 115.6
pour 100000 habitants. On tire au hasard une personne de cette région et on pose X = 1 lorsque cette
personne est malade et X = 0 sinon. Alors, X suit une loi de Bernoulli B(p) avec p = 115.6/100000.

2.2 Loi binomiale

Définition 4. On dit qu’une variable aléatoire réelle S & valeurs dans {0,...,n} suit une loi binomiale de
paramétres (n,p), notée B(n,p), si pour tout k € {0,...,n} on a

B(S = k) = (Z)pku —pt
La Proposition [2| établit que la loi binomiale est la loi d’une somme de variables indépendantes et de méme

loi de Bernoulli.

Proposition 2. Soit X1,...,X,, une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli
B(p) (avec p € [0,1]) alors Sy, = X1+ --- + X,, suit une loi B(n,p).

La démonstration suivante n’utilise que des notions élémentaires. Une démonstration plus courte pourrait
étre donnée en utilisant la notion de fonction caractéristique (que vous allez voir en cours de probabilité).

Démonstration. Montrons par récurrence que S, suit une loi B(n,p). Pour n = 1 il est clair que Sy suit une loi
de Bernoulli B(1, p). Soit n € N* un entier pour lequel S,, suit une loi de Binomiale B(n,p). Montrons que S, 41
suit une loi B(n + 1,p), c’est-a-dire montrons que pour tout entier k € {0,...,n+ 1} on a

n+1 bl
O P LR

Pour k=0on a

1
P(Sps1=0)=P(X1=0,..., X1 =0)=(1—-p)" = (”g )po(l —p)n =0,

Pour k=n-+1ona

n+1

P(Sn_:,_l :n+1) :P(Xl = 1,...,Xn+1 21) anJrl = (n+1

)anrl(l _ p)n+17(n+1).

A présent, pour k € {1,...,n}, on a
P(Spir=k) = P(Sp=k Xpni1=0)+P(Sp=k—1, X4 =1)
= (1-p) (Z)p’“(l —p)"F +p<k " 1)1?’“‘1(1 —p)

e (@2 (2)- (e

(")




Exemple mathématique : Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur |0, 1] (voir le formulaire
pour la définition d’une loi uniforme). On pose X; € {0,1} le i®™¢ chiffre de la partie fractionnaire de U
en base 2 alors X7, ..., X, est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme de loi B(1/2).
Ainsi, S, = X1 4+ -+ + X,, suit une loi de binomiale B(n,1/2).

Exemple en modélisation : Le 15 aolt 2021, le taux d’incidence de la Bourgogne est de 115.6 pour
100000 habitants. On tire au hasard n personnes de cette région (avec remise) et on pose X; = 1 lorsque
la jéme personne est malade de la covid-19 et X; = 0 sinon. Alors, S,, = X7 + -+ -+ X, suit loi binomiale
B(n,p) avec p = 115.6,/100000.

2.3 Approximation d’une loi binomiale par une loi normale

Le résultat suivant, énoncé pour la premiere fois par Abraham de Moivre au 18eme siécle dans le cas
d’équiprobabilité et généralisé par Pierre-Simon de Laplace au début du 19éme siecle, donne une approximation
de la loi binomiale par la loi normale lorsque le nombre d’expériences n tend vers 4o0.

Théoréme 1 (De Moivre-Laplace). Soit S une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n,p) avec p €]0,1].
Alors, la variable S centrée réduite converge en loz’lﬂ vers la loi normale N'(0,1) lorsque n tend vers 400 au
sens suivant :

S —np /t 1 <—x2>
vVteR lim P| —m<t| = ——exp | — | dz.
n—-+o00 ( np(l — p) ) — oo \/ﬂ 2
La notation classique pour cette convergence (que vous utiliserez en cours de probabilité) est :

_S-mw e,

N(0,1).
np(l —p) not+ee

Ainsi, pour n assez grand, on peut approcher la loi B(n,p) par la loi normale A/ (np,np(1 — p)). En annexe
une preuve d’un cas particulier du théoreme de Moivre-Laplace est donnée. Pour ce cours, la regle d’usageﬂ que
pour employer cette approximation est la variance de S dépasse 5 ; c’est-a-dire np(1 — p) > 5.

Une variable aléatoire de loi binomiale est discréte a valeurs dans {1,...,n}, alors qu’une variable aléatoire
de loi normale est continue et a valeurs dans R. Dans le cas d’une loi binomiale, un point a une probabilité non
nulle alors que pour la loi normale, un point est un ensemble de probabilité nulle. Pour ces deux raisons, il est
préférable de faire une < correction de continuité » quand on utilise 'approximation d’une loi binomiale par

une loi normale :
P(S<k)=P(S<k+0,5)~PY <k+0,5),

ol Y est une variable aléatoire de loi N (np, np(1—p)). Lorsque le nombre d’expériences est grand (n > 20) mais
que la variance de S est trop petite (np(1 — p) < 5), il est plus précis d’approcher la loi binomiale par une loi
de Poisson que par une loi normale. Les fondements théoriques de cette approximation sont donnés ci-dessous.

2.4 Approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson

Théoréme 2. Soit S une variable aléatoire de loi B(n,py,) tel que np, — A > 0 lorsque n tend vers +o0o. Alors
S converge en loi vers une loi de Poisson P(A) (voir le formulaire pour la définition de cette loi) lorsque n tend

vers +00 au sens suivant : .
A
VkEeN lim P(S=k)=-exp(—X)

n—+00 g

Démonstration. Donnons un équivalent asymptotique de la probabilité :

n n—
P(S =k) = (k)pga — )" "
Asymptotiquement, lorsque n tend vers +o0o, on a

(1—p,)" % =exp((n — E)In(1 — pp)) ~n—too exp(—A)

1. La définition de convergence en loi sera proprement définie en cours de probabilité.
2. 1l existe d’autres régles d’usages pour I’approximation d’une loi binomiale par une loi normale ; par exemple n > 30, np > 5
et n(l —p) > 5.



Ainsi, lorsque k¥ = 0, on a P(S = 0) = (1 — pn)™ ~no400 €xp(—A). On suppose a présent que k > 1. On a
PE ~n oo AR /0P par ailleurs

(n) nx(n—1)x-x(n+1-k) n*

k)~ ! e T

Ainsi, on obtient I’équivalent asymptotique :

)\k

)pﬁ(l _pn)n7k ~n—+oco ﬁ eXP(—)\)-

n

P(S =k) = (k

O

Pour un nombre d’expériences n assez grand et une probabilité de succes p assez petite (resp. une probabilité
d’échec 1—p assez petite), on peut approcher la loi du nombre de succes S (resp. du nombre d’échecs n—S) d’une
loi B(n,p) par une loi de Poisson. Une régle d’usage pour utiliser cette approximation est donnée ci-dessous :

— Lorsque n > 20, np(1 —p) < 5 et p < 0.5, on approxime la loi du nombre de succes S par une loi de

Poisson P(A) avec A = np.
— Lorsque n > 20, np(1 —p) <5 et p > 0.5 on approxime la loi du nombre d’échecs n — S par une loi P(X)
avec A = n(l —p).

3 Théoremes asymptotiques

Deux théoremes ont une place particuliere en théorie des probabilités et en statistiques : la loi des grands
nombres et le théoreéme de la limite centrale. Ils interviennent dans I’étude de phénomenes aléatoires comportant
un grand nombre de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi.

3.1 Loi des grands nombres

Théoréme 3 (Loi des grands nombres). Soit X1, ..., Xy, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme
loi de variance 0% > 0 et d’espérance j1 € R. On pose X = % la moyenne aléatoire (également nommée

moyenne empirique). La variable X converge en probabilité vers p au sens suivant :

Ve>0 P(IX —pul>e) = 0.

La notation classique pour cette convergence (que vous utiliserez en cours de probabilité) est :

X 5
n—-+oo
Démonstration. La preuve est basée sur 'inégalité de Bienaymé-Tchebichev. Soit Y une variable réelle dont la
variance est bien définie alors
var(Y)
5

P(lY —E(Y)| >¢) < c

Etablissons cette inégalité.

P(Y —E(Y)| > €) = E(Lly —gv)>c) = E(ly—gr))2>e2) <E ((Y _i(y)) ) var(Y)

A présent, appliquons cette inégalité & la moyenne aléatoire. Clairement, E(X) = u et var(X) = L (var(Xy) +

-+ var(X,)) = 0%/n. Ainsi,
2

IP(|Y—,LL|>6)§ — 0.

o
ne2 n—+oo

O

Le corollaire suivant parfois nommé < lemme de I'image continue > donne un raffinement de la loi des grands
nombres (voir le cours de probabilité).

Corollaire 1 (Image continue). Soit X7, ..y Xp_des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi de
variance o > 0 et d’espérance u € R ; on pose X = % Soit g une fonction définie sur R et continue

en u alors g(X) converge en probabilité vers g(u).



3.2 Théoréme de la limite centrale

Cette section vise a généraliser le théoreme de Moivre-Laplace. En particulier, le théoréeme de la limite
centrale montre que la moyenne aléatoire centrée réduite suit asymptotiquement une loi normale lorsque la
taille de ’échantillon n tend vers +oo. La définition de la loi normale est rappelée ci-dessous :

Définition 5. Soit 4 € R et 02 > 0. On dit que X suit une loi normale de paramétres (u, 0?), notée N'(u,a?),

st la loi de X a pour densité :
1 (t—p)?
t) = - ,
Ix(t) oo eXp( 902

On dit que Z suit une loi normale centrée réduite notée N'(0,1), si la loi de Z a pour densité :

- o (-£)

Exemples mathématique :
— Soit U,V deux variables aléatoires indépendantes de loi ¢(0, 1) alors, les variables aléatoires Z; et Zs
définies par :
Z1 =+/—2In(U) cos(2nV) et Zy = 1/—2In(U) sin(27V)

sont indépendantes et de méme loi N(0, 1).f]

— Soit S une variable aléatoire réelle de loi B(n,p) avec p €]0, 1] alors, d’apres le théoreme de Moivre-
Laplace, la variable centrée réduite : (S —np)/+/np(1l — p) suit asymptotiquement, lorsque n — +oo,
une loi normale A/(0, 1).

Exemple en modélisation : Les femmes américaines adultes mesurent en moyenne 163.83 cm avec un
écart-type de 6.35 cm. On peut modéliser la taille aléatoire d’une femme américaine choisie au hasard
par une loi normale N (163.8,6.32).

Proposition 3. La loi normale satisfait les propriétés suivantes :

1. Soit X suit une variable aléatoire ayant une loi normale N(u,o0?) alors Z = % suit une loi N'(0,1).

2. Soit X1, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes de loi respective N'(u1,0%), ..., N (u1,0%)
et ay,...,a, € R. La variable aléatoire Y = ZLI a; X; suit une loi normale dont les paramétres sont

_ NP . 2 _ P 2 2
l‘*Zi:1azNz eto’ =) ,_j050;.

Démonstration. Montrons que Z suit une loi A/(0,1). Clairement,

oz+p 1 _ )2
P(Z<z)=P(X <oz+pu)= / 5 exp (—M> dz.
—oo  OV2m

Ainsi, en posant t = (x — p)/o on en déduit que

wren- [ Lon(-L)a

Donc, Z suit une loi normale A/(0,1).

La preuve de ii) n’est pas donnée. On pourrait néanmoins prouver ce résultat en calculant la fonction ca-
ractéristique de Y. O

Exemple 4 (moyenne aléatoire d'un échantillon d’une loi normale). Soit X7,..., X, une suite de variables

aléatoires indépendantes et de méme loi N'(u,0?), alors la moyenne aléatoire X = 2177'1)( suit une loi normale
dont les paramétres sont :

— L’espérance est : E(L Y1 | X;) = p.

— La variance est : var(: 31 | X;) = o2 /n.

Ainsi, en centrant et en réduisant la moyenne aléatoire, on en déduit que f/?/% suit une loi normale N(0,1).

Dans le cas général, sans faire 'hypothese les variables aléatoires X, ..., X, sont normales, on montre néanmoins
que la moyenne aléatoire centrée et réduite suit asymptotiquement une loi normale.

3. Voir la méthode de Box-Muller


https://fr.wikipedia.org/wiki/Methode_de_Box-Muller

Théoréme 4 (théoreme de la limite centrale). Soit Xi,...,X,, des variables aléatoires réelles indépendantes,

2 Z?:l X
n

de méme loi d’espérance u € R et de variance 0®> > 0. La moyenne aléatoire X = " centrée réduite

converge en loi vers une loi normale N'(0,1) au sens suivant :

ek F(orie) = [ gmee(5) e

La notation classique pour cette convergence (que vous utiliserez en cours de probabilité) est :

X - £,
J/\/ﬁ nHJroo

Exemple 5. Lorsque X1,...,X, sont des variables aléatoires réelles indépendantes, de méme loi de Bernoulli
B(p) avec p €]0,1], dont espérance est p et la variance est p(1 — p) alors, d’aprés le théoréme de la limite
centrale on a la convergence en loi suivante

N(0,1).

En remarquant que S = Z?Zl X; suit une loi binomiale B(n, p) et en posant X = S/n on retrouve la formulation
du théoréme de Moivre-Laplace.

Le corollaire suivant parfois nommé <« méthode-delta > donne un raffinement du théoreme de la limite
centrale.

Corollaire 2 (méthode-delta). Soit Xi,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes, de méme loi

d’espérance i € R et de variance o > 0; on pose X = i 1 . Soit g une fonction définie sur R et dérivable
en i alors la convergence en loi suivante est satisfaite :

: 9X) —g(n) _ t2
| P dt.
i (v =) = [z (5
Intuitivement, cette convergence en loi s’obtient en effectuant un développement limité a lordre 1 de g au

9(X)—9(w) ., X—p
voisinage de  ; en effet, T = e

Annexe : théoremes asymptotiques pour pile ou face

Dans le cadre de la loi binomiale, Jacques Bernoulli fut le premier a établir la loi des grands nombres, c’est-
a-dire la convergence de la fréquence de succes vers la probabilité du succes [I]. Lorsque I'expérience est pile ou
face, les probabilités sont proportionnelles aux coefficients binomiaux ce qui facilite I’étude asymptotique de ce
jeu aléatoire. La proposition suivante établit la loi des grands nombres pour le cas particulier d’équiprobabilité :
p = 1/2 et lorsque le nombre d’expériences est pair.

Proposition 4 (Loi des grands nombres pour pile ou face). Soit S une variable aléatoire de loi B(2n,1/2) avec

n € N* alors pour tout € > 0 on a
S 1 n 1 en—1/2
Pl|——= <24 /-
<2n 2’>6)_ \/;(1+4€)

Clairement, I'inégalité donnée a la Proposition [4] permet de montrer que pour tout € > 0 on a

. S 1
nkfpr(%‘z‘”)—“-

Notons que I'inégalité donnée a la Proposition [4] permet également de donner un intervalle de fluctuation pour
une loi binomiale dans le cas d’équiprobabilité. Motivé par les premiers travaux sur la loi des grands nombres par
Jacques Bernoulli, Abraham de Moivre détermina un intervalle de fluctuation asymptotique d’une loi binomiale
lorsque 'expérience est pile ou face [3]. Dans un formalisme moderne, la construction de cet intervalle de
fluctuation repose sur la proposition suivante.




Proposition 5 (Intervalle de fluctuation asymptotique pour pile ou face). Soit S que variable aléatoire de loi
B(2n,1/2) avec n € N* et t > 0 alors

S—n t 2
Iim P|0< <t]= exp | —— | dx.
n——+o00 ( - TL/2 - > /0 2T p( 2 )

En particulier, Abraham de Moivre évalue cette probabilité avec beaucoup de précision pour ¢ € {1,2,3}.
La généralisation de cette proposition au cas ou p €0, 1] est quelconque, communément appelée Théoreme de
Moivre-Laplace, fut établi par Pierre-Simon de Laplace [2].

Preuves des Propositions [4] et

Les preuves des Propositions [ et qui different légerement des preuves historiques faites par Jacques
Bernoulli et Abraham de Moivre, requiérent des notions mathématiques de DEUGEl Ces preuves ne nécessitent
ni I'inégalité de Bienaymé—TchebichevH ni la fonction caractéristique. Vous allez étudier la notion de fonction
caractéristique ainsi que l'inégalité Bienaymé-Tchebichev plus tard en cours de probabilité. Le Lemme (1} qui
donne un encadrement de la probabilité d’avoir le méme nombre de piles et de faces, est utile pour prouver les
Propositions [4] et [f

Lemme 1. Soit S une variable aléatoire de loi B(2n,1/2) avec n € N*. La probabilité que S soit égale & son

espérance est encadrée par :
1 1

— < PS¥=n) < —.
Vr(n+1/2) — ( )= VT
Démonstration. La probabilité que la variable S soit égale & son espérance vaut :

. _(2n\ 1 1  (2n)!
IP)(S_n)_<n>2”2”_4n(n!)2'

Cette probabilité est liée & l'intégrale I,,, = fol(l —u?)™/2dy via les formules

1 ™

P(S =n)2n + 1) et Iy, =P(S = n)§

IQTL =

que nous allons démontrer. Un simple calcul donne Iy = 1,I; = 7/4 (aire du quart de disque). De plus, la
suite (I,,)men vérifie ’'équation de récurrence : I, 1o = %Im. Montrons, via une intégration par partie, cette
identité :

m+2

1
Ipyo = /1><(1—u2) 2 du,
0

m 1 1 m
= [u(lfuz)#} +(m+2)/ u?(1 — u?)2 du,
9 0
—_—
=0

- —(m—|—2)/0(1—u)(1—u)7—(1—u)7du,
= (m+2)(—Lnt2 + Im).

On déduit de cette derniere égalité que I,, o = ™+21,,. Par récurrence on obtient :

m+3
o x2n-1)x--x2 4n(nl)? 1
T @n+ ) x(2n—-1)x3  (2n+1)! PSS =n)(2n+1)’
2n—1)x(2n—3)x---x 37 @2n)! « b
In— = — = — =P = —.
2n=1 X2 x x2 2 D@m)Ez  LE=m3

4. Ce qui ne signifie pas que ces preuves sont faciles.

5. Historiquement, cette inégalité fut établie bien plus tard; la notion de variance n’était pas connue a I’époque ou Jacques
Bernoulli donna sa preuve de la loi des grands nombres. Néanmoins, la preuve de la Proposition E|qui repose sur cette inégalité est
plus simple que celle que nous allons donner dans le cas particulier du jeu pile ou face.



Comme la suite (I,,)men est décroissante on en déduit 'encadrement suivant :

Ign_g 2Tl—|—1
=2n+1P(S =n)?r/2 < =222 = .
(2n + 1)P( n)*m/2 < Ton o

1< Iop—1
IZn

Ainsi, 1/4/7(n+1/2) <P(S =n) < 1/y/mn.

Démonstration de la Proposition

Démonstration de la Proposition[f} La probabilité que 1'on cherche & majorer peut s’écrire comme une somme
de la fagon suivante :
I[D (

S 1
Bl = P(S—n|>2
o 2‘ > e) (IS —n| > 2ne)

= 2P(S > n+ 2ne)

= 2 i P(S =n+k)

k=[2ne]|

On pose r = [2ne]. Comme la suite P(S = n + k)rcf01

(

Notons que r > 1 et dans le cas particulier ot 7 = 1 alors ne < 1/2 ainsi, d’aprés le Lemme (1, on obtient
Iinégalité suivante :

S U ) <omP(S=nt1) <omP(S=n) <2 ”<2\/ﬁ L\
on 2| 7€) = EW TR S AN =S A TS A T\ T+ e '

Nous supposons & présent que r € {2,...,n}. Nous allons majorer la somme décrite dans 1’équation en
majorant P(S =n +r)/P(S = n). Ce quotient a une expression explicite donnée ci-dessous :

n} est décroissante, on en déduit que

.....

;—;’>e)§2nP(S—n+T) (1)

P(S=n+r) (n!)?
P(S =n)  (n+n)(n—r)V
nx(n—1)x---x(n+1-r)
(n+1)x---x(n+r)
n 1-1/n 1—(r—1)/n

T oayr 1+1/n>< e 1+ (r—1)/n"

b

En majorant n/(n + r) par 1 et en utilisant I'inégalité suivante

1—i/n 1
14+i/n — 1+2i/n

Vie{l,...,n}

on en déduit que
P(S=n+r) = 1
< —.
P(S=n) — H 1+2i/n

i=1

Comme pour i € {1,...,r — 1} I'inégalité suivante est satisfaite

1 1 1
<
1+ 2i/n " 1+2(k—d)/n—1+2r/n’

on en déduit que le carré du quotient P(S = n + r)/P(S = n) admet la majoration suivante :

PS=n+r\> _ Y 1 ' 1 1 Tt
( P(S = n) ) <H1—|—2i/nH1—|—2(r—i)/n<<1+2T/n) ' 3)

i=1 =1
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Ainsi, en utilisant en utilisant le Lemme [1| et I'inégalité , on obtient une majoration souhaitée :

(r—1)/2
X 1 1

=z < - -
P(Zn 2’>6> < 2nP(S=n) <1+2r/n>

1 en—1/2
< 2nP(S =n) <1+4 )
€

n 1 en—1/2
< 24—
- 7w \ 1+ 4e

Combiné avec le Lemme [T} les Lemmes [2] et [3] permettent d’achever la preuve de la Proposition

Lemme 2. Soit S une variable aléatoire de loi B(2n,1/2) avec n € N* et k € {0,...,[n/2]}. L’encadrement
sutvant :

P(S = n) exp (-’i) - ”

est satisfait pour une certaine constante C' < 0.

oo (£ 02 <pis=n i <rs =mon (LYo (£) (0

Démonstration. Pour k € {0,1}, Pencadrement est satisfait. En effet, pour £ = 0 la borne inférieure et la
borne supérieure de 'encadrement sont égales & P(S = n) et pour k = 1lonaP(S =n+1)/P(S=n) =n/(n+1)
donc, avec C' < 0, on a P(S = n) -7 exp () <P(S =n+1) <P(S =n). On suppose & présent que que k > 2.

On pose f(z) = In((1 — x)/(1 + x)). On a f(0) = 0, f/(0) = =2, f"(z) < 0, f”(0) = 0 et en posant
C =inf{f"(z) : x € [0;0,5]} <0 alors pour = € [0;0,5] on al’ encadrement

—2z + Cz3 < flz) <=
1—

)
= exp(—2z+Cz?) < < exp(—2x). (5)

—_

+x
D’apres I'équation (2)), le quotient P(S = n + k) /P(S = n) a une expression explicite rappelée ci-dessous :

P(S=n+k) n 1-1/n 1—(k—=1)/n
P(S=n) ntk 1+i/n  “Ixk-1/n

Ainsi, en majorant n/(n + k) par 1 et en utilisant la majoration donnée & I'expression on obtient :

P(S = n + k) < P(S = n) exp (—i(1+---+(k—1))) — P(S = n)exp (Jf) exp (i)

Enfin en utilisant la minoration donnée & 'expression (valable car 0 < 1/n < --- < (k—1)/n < 1/2) on
obtient :

P(S=n+k)

%
Pac
|
2

p<—3(1+--~+(/~c—1))+;(13+---+(k—1)3)>,

k2 n_. k+0k4
xp | — — .
n)n+k P \n n3

Lemme 3. Soitt > 0. La limite suivante est satisfaite lorsque n — +o00 :

IV
Jac}
9!
Il
2
@
o
ke
—
|

I ! K / L 7N g
im — —exp|—— | = xp | —— .
n—+too /T P vn P n 0 V21 P 2
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Démonstration. Dans I'expression suivante on reconnait une somme de Riemann de pas 1/y/n et dont le nombre

de pas est [t\/WJ +1
73

1 3 L o (k)2
— —exp|—| —= .
NZs = vn Vvn
Ainsi, la limite de cette somme lorsque n — 400 est donnée par l'intégrale suivante :
. 1[%W41 k2 ZACES 2
d g B owee(-(n) ) [ e

Enfin, en effectuant le changement de variable z = v/2u on obtient le résultat souhaité

1/V2 ) b 22
—exp (—u”) du = ——exp | —— | dx.
0 T Op (=) /0 V2m P ( 2 )
O
Démonstration de la Proposition
Démonstration de la Proposition[5 Les égalités suivantes sont satisfaites :
S—n
Plo< <t| = P@§S§n+uMQ)
n/2
Lty/m/2]
= > P(S=n+k) (6)
k=0

Les Lemmes (1] et [2| fournissent une majoration de la somme décrite a I’équation @ Ainsi :

(o)) E ()

Comme lim,,_, 4 exp(tv2n) = 1, en utilisant le Lemme [3| on obtient une majoration de la limite supérieure :

li plo< =" <4 </t 1 ( tQ)dt
1m su — X —_— .
n—>+o£) T /n/2 “Jo V27 P 2

Pour n assez grand tel que |[ty/n/2] < [n/2], les Lemmes |1] et [2[ fournissent également une minoration de la
Vi

somme décrite a I’équation @ Ainsi :
Lt n/2
S—n t 4 ) 1 1 < k )2
PlO<—<t|>exp| ——=+C— | —= —exp|—| —= .
(<3l o) & (5

Comme lim,,_, ; o, exp(tv/2n + Ct*/(4n?)) = 1, en utilisant le Lemme [3{ on obtient une minoration de la limite

inférieure :
— | 2
liminfP [ 0 < 5 <t 2/ ——exp (—t) dt.
n—+400 n/2 0o V2w 2

Ainsi, la limite inférieure et la limite supérieure sont égales d’ou

lim P{o< 22 <¢ /t L. ( t2>dt
1m = — exX ., .
n—-+oo - TL/ - 0 21 p 2

3

05)

(\}
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