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Exercice 1. Soit A € R3** et b € R® définis par

11 01 1
A=10 1 1 1]|etb=]2
0 011 2

1. En utilisant la propriété du noyau, pouvez-vous prouwver que x* = (0,0,1,1) est une solution du probléme

poursuite de base du systeme Ax = b ? Justifiez votre réponse.

2. En utilisant la caractérisation des solutions poursuite de base, pouvez-vous prouver que x* est une solution

poursuite de base du systéme ? Justifiez votre réponse.

Solution : 1) On a ker(A4) = vect{(1,0,1,—1)T}. Soit h = (¢,0,t, —t)T € ker(A) avec t € R alors

D il =lhal +lhal =2ftl et D [l = |+ |he| = ¢

i€supp(z*) i€supp(z*)

Ainsi, la propriété du noyau n’est pas satisfaite :

dheker(A), > |hl> ) |kl

i€supp(z*) i€supp(z*)

Donc, on ne peut pas conclure que x* est la solution poursuite de base du systéme Az = b.

2) Par ailleurs,

Z Signe(x*)hi = |h3 + h4| =0et Z |hl| = ‘hl‘ + |h2| =t.

i€supp(z*) i€supp(z*)

Ainsi, la caractérisation analytique du probléme poursuite de base est satisfaite :

Vh € ker(A) Z signe(z*)h;| < Z [hil.

i€supp(x*) i€supp(z*)
On peut donc conclure que x* est une solution poursuite de base du systéme Ax = b.

Exercice 2. Soit A = (A1|...]Ap) € R"*P, b e im(A) et x* une solution du systéme Ax = b. On rappelle que

les assertions i), i) et iii) sont équivalentes

Z) S SA,pb(b).



i) Il existe z € R™ tel que ||AT 2|l < 1 et Asz = signe(z}) pour tout j € supp(z™).
iii) Pour tout h € ker(A) on a
> signe(@)hil < Y il
i€supp(z*) igsupp(z*)
Montrer que lassertion i) implique l’assertion iii).

Solution : On suppose que Dassertion ii) est satisfaite pour un certain z € R™. Soit h € ker(4), comme

2T Ah = 0 en en déduit 1’égalité suivante :

i€supp(z*) i¢supp(z*)

Z hiZTAi + Z hiZTAi

i€supp(z*) ig¢supp(z*)

= Z hisigne(x}) + Z hiz" A;

i€supp(z*) i¢supp(z*)

Comme [|AT 2|0 = max{|zT A|,...,|2TAp|} <1 on en déduit que

hal.

Z signe(z})h;| = Z hiz" A;| < Z il |7 A4 < Z

i€supp(z*) i¢supp(z*) i¢supp(z*) i¢supp(z*)
Exercice 3. Soit A = (A1]...|4p) € R"*P, b € im(A) et o* une solution du systéme Az = b. Récemment,

Gilbert [2017] a démontré ’équivalence suivante

Vi € supp(z*) ATz = signe(x})
SA,pb(b) = {SC*} & Jz € R” tel que | Vi ¢ Supp(g;*) ‘AITZ‘ <1

La famille (A;);esupp(z+) €st linéairement indépendante

Montrer Uimplication “<”.

PS : On pourra montrer que ||x*||y = bT2. On pourra également démontrer que si T est une solution de

Az = b telle que supp(¥) ¢ supp(z*) alors bTz < ||Z]|;.

Solution (premiére méthode) Etablissons que |z*|; = b7 z. Comme b = Az* = D icsupp(ar) L1 Ai on a:

T

lz* ]l = Z |z} | = Z signe(z] )z = Z AT 2oy = Z ziA; | z=0b"2

iesupp(z*) i€supp(z*) i€supp(z*) i€supp(z*)
Soit # une solution de Az = b telle que supp(Z) ¢ supp(x*). Montrons que b7z < ||Z||; :
P
bz =3"A"2 = Zi‘iAZTz = Z B AT 2 + Z T, AT 2.
i=1 i€supp(x*) i¢ supp(x*)

Comme |AT 2| < 1 pour i ¢ supp(z*) et qu'il existe 7; # 0 avec i ¢ supp(z*) (car supp(#) ¢ supp(z*)) on en



deduit que 3000 7,AT2 < D i¢supp(z) |Til- Alnsi,
D D - R S A A
i€supp(x*) i¢ supp(x*)

Par conséquent, si & est une solution poursuite de base du systéme Az = b alors ||Z||; < ||z*|| et donc supp(&) C

supp(x*). Montrons que & = z*. L’égalité AZ = Azx* peut se réécrire sous la forme suivante :

Ap= Y $iAi=Act= Y A

i€supp(x*) i€supp(z*)

La famille (A;);csupp(e+) étant linéairement indépendante on en déduit que pour tout i € supp(z*), Z; = = et

par conséquent, comme supp(Z) C supp(z*), & = z*.

Solution (deuxiéme méthode) Si ker(A) = {0} alors 2* est 'unique solution du systéme Az* = b et par
conséquent S4 pp(b) = {z*}. Supposons a présent que {0} C ker(A). Soit h € ker(A) \ {0}, comme 2T Ah = 0

en en déduit ’égalité suivante :

0=z"An = 2T > ohidi+ Y hiA
i€supp(z*) igsupp(z*)

i€supp(z*) i¢supp(z*)

= Z h;signe(z]) + Z hizT A;

i€supp(z*) ig¢supp(z*)

Par conséquent

Z &gne(x;")hz = Z hZZTAZ .

i€supp(z*) i¢supp(z*)

Pour conclure la preuve, il suffit de montrer que - |h;| est strictement plus grand que le membre droit

i¢supp(z
de I'égalité précédente. La famille (A;);csupp(o+) étant linéairement indépendante on en déduit que supp(h) ¢
iesupp(as) PiAi d’ott h- = 0 car la famille

(Ai)iesupp(a+) st linéairement indépendante, ce qui contredit que h # 0. Comme |A] z| < 1 pour i ¢ supp(z*)

supp(z*). En effet, si supp(h) C supp(z*) alors 0 = Ah = >

et qu'il existe h; # 0 avec i ¢ supp(z*) (car supp(h) ¢ supp(z*)) on en déduit 'inégalité suivante
i¢ supp(z*) i¢ supp(z*) i¢ supp(z*)
Ainsi,

Vh € ker(A) \ {0} Z signe(z™)h;| < Z |hi

i€supp(z*) i€supp(z*)

ce qui implique que S4 b (b) = {z*}.
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