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Exercice 1. Soient 7 >0, v € RP, on définit v et v™ par
Vie{1,....,p},v] = vil(lvi| > 7) et v] = v;1(|vi| < 7).

1) Montrer que v =v" +v7 et que ||v||; = ||v7 |1 + |[v7 1.
Soit A € R"*P et x € RP un vecteur identifiable relativement a A et a la norme (7.

1. Montrer que 7 est un vecteur identifiable relativement a A et a la norme {1. Pour résoudre cette question,
on pourra remarquer que Az = Ax" si et seulement si A(z +x7) = Ax, appliquer la question 1) et utiliser

simplement la définition “d’identifiabilité”.

Solution : 1) Soit i € {1,...,p} alors,

v 0] = vil(fvp| > 7) +vil(jop| < 7) = vi1(lvp| > 7) + 1(|vy| < 7)) = vi.

=1

Ainsi, v = v™ + v7. Par ailleurs, comme supp(v™) Nsupp(v™) = 0 et que supp(v”™) Usupp(v”) = {1,...,p} on a

ol = > foil= Y Jul+ DY il =T+ 07

1<i<p i€supp(vT) i€supp(vT)

2) Soit z € R? tel que Az = Az, remarquons que
Az =Ax" & Az + Ax™ = Aa™ + A2” & A(z +27) = Ax.
Comme =z is identifiable relativement & A et a la norme ¢; alors ||z + 27 ||; > ||z||;. Ainsi,

Iz + 27l = [y
= el + 27l > Nzl = 27 [l + |27l

=zl = 27|

Ce qui montre que x” est identifiable relativement & A et a la norme #.

Exercice 2. Soient A € R"*? et s € {—1,0,1}F. Pour vérifier que s est identifiable relativement & A et a
la norme £y, on résout numériquement le probléme poursuite de base du systéme linéaire d’équations Ax = b
avec b = As. On suppose que la solution poursuite de base est unique et on note x* la solution théorique de ce
probléme. Une méthode numérique (par exemple celle que vous avez implémentée avec Monsieur Dupuis) donne

une solution approchée ™™ du probléme poursuite de base et on suppose que |z* — ™| < 1/2. On pose

num ) m

le vecteur obtenu en arrondissant chaque composante de r™"

arrond(x a Uentier le plus proche.



1) Justifier que lorsque s est identifiable relativement a A et & la norme ¢4 alors arrond(z™™) = s

2) Montrer que lorsque s n’est identifiable relativement & A et & la norme £y alors arrond(x™™) # s. Pour
cette question on pourra montrer que arrond(x™™) est (toujours) identifiable identifiable relativement o A

et a la norme ¢;.

Solution : On pose zZ = arrond(z™"™)

et z = ™™ Si s est identifiable relativement & A et & la norme ¢4
alors, * = s et par hypothése sur la distance entre ™™ et z* on a ||z — $|lec < 1/2. Ainsi

— Lorsque s; = 1 on a z €]0,5;1,5[ d’ou z; = 1.

— Lorsque s; =0 on a z €] — 0,5;0,5[ d’ou Z; = 0.

— Lorsque s;, = —1lonaz €] —1,5-0,5[ d’ou z; = —1.

Ainsi, lorsque s est identifiable relativement a A et & la norme £ on a z = s.

Montrons que Z est identifiable relativement & A et & la norme ¢;. On peut remarquer le faits suivant
— Siz; > 0 alors, z; > 0,5 et donc 27 > 0 (car |z; — zf| < 1/2). De méme, si z; < 0 alors, z; < —0,5 et
donc z} < 0.
— Clairement, si 27 = 0 alors z €] — 0, 5;0, 5] d’ou Z; = 0. Ainsi, zeros(z) C zeros(z*) ou encore supp(z) C
supp(z*).
Soit h € ker(A) et comme z* est identifiable alors

0 = | Y sign(@)hl— Y |l
i€supp(z*) ig¢supp(z*)
0 > | Y sign(@)hi| + > hil = Y hil+ Y ()
i€supp(z*) isupp(z*)\supp(Z) isupp(z*)\supp(Z) i¢supp(z*)
>| ZiES’upp(?) sign(z})hi| :Ziesupp(z) [hil
0 > | Y sign(@)Hhil— Y |hil
1€ supp(z) i¢ supp(Z)
Exercice 3 (Exercice optionnel). Soient A := (A1]...|4,) € R™*P o4 ||A1|la = --- = || 4pll2 = 1, b € col(4),

x* une solution du systéme linéaire Ax = b, I := supp(a*), A la matrice dont les colonnes sont (A;)icr et

signe(z}) = (signe(x}))ier- On veut prouver l'implication suivante
lz*llo < (1 +1/M(A))/2 = Vj ¢ 1,|A] Ar(A] Ar)~'signe(a)| < 1. (1)

Montrons dans un premier temps le résultat suivant qui localise les valeurs propres.

1) Soit Q € R™". Si A € R est une valeur propre de Q alors A € [Qi; — 3,4, |Qijl, Qii + 324 |Qijl] pour un

certain i € {1,...,n}.
En utilisant la question i), nous sommes en mesure d’établir I’inégalité (1).

1) Supposons que ||z*|lo < (1 + 1/M(A))/2. Démontrer que la plus grande valeur propre de (ATAr)=1 est

inférieure ¢ 2/(M(A) + 1).

2) En utilisant la question 2), prowver que ||z*[jo < (14 1/M(A))/2 implique l'inégalité suivante
Vj ¢ 1,|AT Aj(AT Ar)~'signe(a})| < 1.

Solution : 1) Soit v € R™ \ {0} un vecteur propre de @ pour la valeur propre A et iy € {1,...,n} tel que



[vig| = ||v]|co- Comme la composante ig du vecteur Qu vaut Av;, on en déduit les égalités suivantes :
Vs
J
QigioVip + E QigjVj = Aviy = A = Qigip + E Qigj—-
— — Vig
J#io J#io

En majorant et en minorant le terme >, Qiyj - par £ > j#io |Qioj| on obtient encadrement de A souhaité :
)

Qigio — Y 1Qioil X< Qigio + > 1Qigs-
Jj#io j#io

2) On remarque que ATA; est une matrice symétrique (donc diagonalisable) de dimension ||z*||o dont les
composantes diagonales sont toutes égales & 1 et dont les composantes & 'extérieure de la diagonale sont
inférieures en valeur absolue & M(A). Ainsi, d’aprés la question i), la plus petite valeur propre A de AT A,

vérifie

A>1— ]zl — D)M(A) >1— M(AQ)+1 _ 1—];4(14)-

Comme A~ ! est la plus grande valeur propre (AT A;)~1; la plus grande valeur propre de cette matrice est donc
inférieure a 2/(M(A) 4+ 1).

3) D’apreés l'inégalité de Cauchy-Schwartz on a
| A7 Ar(A] Ap)~'signe(a})| < || AT Aplla|| (AT Ap) " signe(a]) -

— Par définition de la cohérence mutuelle, AJTA 7 est un vecteur dont les composantes sont toutes inférieures

en valeur absolue & M (A) ainsi
147 Arll2 < V[l [loM (A)2

— Comme la plus grande valeur propre de (AT A;)~! est inférieure a 2/(M(A) + 1) ainsi

2 2
AT AN Lsi Dy < ———n||si Dy = ——— *o.
(AT 4D signe(a)l2 < g Istene(@ille = 37577 VIe*To

Par conséquent, on obtient 'inégalité souhaitée :

2M(A)

T T —1_: * * o
|AT A (AT Ap)~'signe(z7)] < || ||Om =

1.



