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Notation

La notation ||z|lo := |[{i € {1,,p};z; # 0}] représente la “norme” £y, de z € RP; c’est-a-dire le nombre de

composantes non-nulles de x.

Exercice 1 (questions de cours)

1. Soit A € R™ P une matrice telle que dim(ker(A)) > 1. On rappelle que le germe de la matrice A est
défini par
germe(A) := min{||h|lo : h € ker(A) et h # 0}.

Soit b € im(A) et z* une solution du systéme linéaire d’équations Ax = b. Montrer que si ||z*]o <
germe(A)/2 alors x* est l'unique solution la plus parcimonieuse du systéme Az = b (i.e. Saparc(b) =
{z*})-

2. Soit A € R"™P quec dim(ker(A)) > 1, b € im(A) et z* une solution du systéme linéaire d’équations

Ax = b. Montrer que si l'inégalité suivante

vheker(A)\ {0} > jml< Y |l

i€supp(z*) i¢supp(z*)

est satisfaite alors x* est 'unique solution poursuit de base du systéeme Ax = b.

3. Soit Z € R™*P une matrice dont les coefficients sont iid N'(0,1) et 2* € RP tel que ||z*|o = k. Pour
chacun des cas suivants justifier si la probabilité que x* soit identifiable relativement a Z et a la norme
{1 est proche de 0 ou proche de 1.
a) Lorsque k = 120,n = 500 et p = 1000.
b) Lorsque k = 500,n = 1000 et p = 2000.
Pour cette question on pourra utiliser la courbe de transition de Donoho-Tanner donnée ci-dessous :

1
dpr(C)

le probléme poursuite Courbe de transition :
de base recouvre z* dpt : ¢ €]0,1[—]0, 1]

le probléme poursuite de
base ne recouvre pas ="

(= (k/p) 1



Quelques rappels sur le LASSO

Soit X € R™*P, y € R" et A > 0, 'ensemble Sx »(y) des solutions LASSO est défini par
1 2
Sxa(y) := Argmin _ly — Xb|[5 + Al|b]]:.
bere 2

On rappelle que B € Sx.a(y) si seulement si 'une des caractérisations suivantes est satisfaite

1XT(y — XB)]loo < A oI - XB)loo < A
Vi € supp(8) X7 (y — XB) = Isign(5;) BTXT(y — XB) = Bl

On pose f =y — X B , on rappelle également que 7 est la solution du probléeme suivant

7= argmin ||y — r||2 sous la contrainte || X7r||o < .
reR”

Exercice 2 Soit A =2 et X € R**3 [q matrice suivante

X:410.
01 4

1. Tracer le polyédre nul du LASSO : {r € R?: || XTr||. < A}

2. En utilisant le polyédre nul du LASSO, justifier si Sx a(y) = {0} pour les vecteurs suivants : a) y =
(1/4,1/4)T et b) y = (1,1/2)T.

3. En utilisant le polyedre nul du LASSO, justifier que pour tout y € R? et pour tout B € Sxa(y) on a
B2 =0.

4. En utilisant le polyédre nul du LASSO, déterminer Sx ((2,1/4)T).



Probléeme : la constante d’isométrie restreinte

Définition 1 Soit A € R"*P et s € {1,...,p}. La constante d’isométrie restreinte §s est définie par
§s:=inf{I>0:(1— D|z)|? < | Az|)?> < A+ D|z||> Yz e RP,|z|o < s}.

La constante d’isométrie restreinte donne une condition sous laquelle une solution est a la fois la plus parcimo-

nieuse et la solution de poursuite de base.

Proposition 1 (condition d’isométrie restreinte [1]) Soit A € R"*P b € im(A), z* une solution du
systeme linéaire d’équations Ax = b et s := ||z*||o. Si 0s < 1/3 alors x* est simultanément 'unique solu-

tion poursuite de base et l'unique solution la plus parcimonieuse.

Le but de ce probleme est d’étudier un exemple montrant que lorsque d; > 1/3 alors, en toute généralité, il
n’est pas possible de conclure que x* est simultanément 'unique solution poursuite de base et I'unique solution

la plus parcimonieuse. On utilisera la notation (-, -) pour le produit scalaire usuel dans RP.

Soit v1, ..., v, une base orthonormée de R? ot v; = (1/v/2s,...,1/v/25,0...,0) et |lv1]lo = 2s.

1. Soit € RP tel que ||z]lp < s. En utilisant (astucieusement) 'inégalité de Cauchy-Schwarz montrer

I’inégalité suivante
1
[(z,01)] < \*@Hxllz

Soit f : RP — RP ’application linéaire telle que
f(x) = V43 (2, v2)v2 + ... + (T, 0p)vp) -

On pose A € RP*P ]la matrice de f dans la base canonique de R? (i.e f(z) = Ax).

2. Montrer I'identité suivante A

Ve e R [ Az]3 = 2 (25 - (@, v1)?)

3. En déduire que pour la matrice A la constante d’isométrie restreinte vaut d; = 1/3, c’est-a-dire établir
I’inégalité suivante

2 4
Vz e R lzfo < s §||xH§ < || Az]3 < glll’ll%-

4. Soit T € RP et x* € RP définis par

*=({1...1,0...007 et z=(0,...,0 =1,...,—1,0,...,0)"
~—— —_——— ————
s termes s termes s termes

Montrer que Az* = AZ puis conclure.
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